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Resumo

A partir de uma funcéo hiperbdlica na qual se introduz nova varidvel e duas
manipulacdes, uma algébrica e outra dimensional, obtém-se uma funcao circular que
associada ao principio da inducao finita, se prova um importante teorema da Teoria
dos Numeros: “o da soma de dois nimeros pares ou impares” do qual a conhecida
conjectura de Goldbach é um corolario.

Introducéao

A conjectura citada no resumo foi formulada originalmente por Christian
Goldbach, matematico prussiano e enviada a Leonhard Euler, extraordinario

matematico suico que viveu no século XVIII e legou aos posteros uma vasta
producdo de trabalhos cientificos.

No site Seara da Ciéncia {1) na se¢do “Alguns problemas famosos” ha um
interessante informe sobre a conjectura de Goldbach:

Na conjectura original Goldbach supos que “todo nimero inteiro maior que 5
pode ser escrito como a soma de trés numeros primos. Euler devolveu a
conjectura fazendo uma modificagao: “Todo inteiro positivo par maior ou igual
a quatro pode ser escrito como a soma de dois nimeros primos 0 que passou a
ser conhecida como a conjectura de Goldbach.

Numerosos testes ja foram realizados com valores relativamente elevados que
confirmam a veracidade da conjectura, porém, ndo existe ainda uma demonstracao
cabal e convincente. Houve até prémio oferecido para quem a demonstrasse e como até
hoje ninguém conseguiu fazé-la, o prémio foi cancelado.

Varias tentativas de demonstracdo da conjectura ja foram feitas cujas analises
revelaram-se ndo, ou parcialmente, verdadeiras (2) (3).

Mais recentemente, em 2012 e 2013, o matemaético peruano Harald Helfgott
publicou dois trabalhos alegando ter comprovado incondicionalmente a
conjectura fraca de Goldbach (3).

Conforme descrito na Wickpédia, a conjectura fraca cujo enunciado é: “Todo
numero impar maior que 7 pode ser expresso como a soma de trés nimeros
primos impares ou de forma equivalente: “Todo nimero impar maior que 5
pode ser expresso como soma de trés nimeros primos” dos quais € possivel usar
primos idénticos mais de uma vez nessa adicao.

Esta conjectura tem o nome de "*fraca” em virtude da conjectura forte de
Goldbach, sobre a soma de dois nimeros primos, caso comprovada, provaria de
forma automatica a conjectura fraca de Goldbach tendo em vista que se cada
nUmero par maior que 4 é a soma de dois primos impares, pode-se adicionar 3



aos numeros pares maiores que 4 para produzir 0s nimeros impares maiores que
7.

O ilustre matematico lusitano Emanuel Bettencourt, autor de notaveis textos
sobre nimeros primos, dirige na contra médo e em artigo postado em 06/02/2009
(4) referindo-se a conjectura de Goldbach observou: “Conforme referi na
minha introducéo, estes *"resultados' parecem de dar razéo ao enunciado da
Conjectura. Mas desenganem-se meus amigos. A Conjectura é falsa como
teremos oportunidade de verificar. Nao funciona a partir de nimeros pares
suficientemente grandes”. No entanto, até a presente data, Julho de 2016,
desconhecemos se esta prometida verificacao foi efetivamente apresentada.

Das consideragdes acima citadas conclui-se que a conjectura formulada por Goldbach,
apesar de todas as tentativas feitas nos aproximadamente Gltimos 270 anos, ainda nao
foi cabalmente demonstrada.

1 Consideracdes preliminares

A conjectura de Goldbach guarda intima relagdo com o tema “decomposic¢ao de
nameros inteiros”. Antes de apresentarmos os elementos que propiciardo uma prova
possivel para a conjectura de Goldbach vamos tecer algumas consideracdes relacionadas
com o produto de nimeros inteiros e o algoritmo hiperbdlico.

Além disso, como o tema até aqui, tem-se mostrado infenso ao longo dos anos, no que
tange as demonstracdes invariavelmente contestadas, sempre que oportuno, apesar de
alongarmos um pouco mais esta exposi¢édo, ndo hesitaremos em esclarecer pontos que a
Nosso ver possam parecer obscuros ao leitor.

De modo geral, o produto de dois ou mais nimeros inteiros pode ser representado por
duas variaveis. Por exemplo, o produto dos seguintes nimeros:

21*7*33*51 pode ser representado por 147*1683 onde 147 = 7*21 e 1683 =33*51

Da mesma forma, quando os nimeros inteiros sdo primos estes também séo passiveis de
serem representados por duas variaveis.

Exemplos: 11*7*13*19 = 77*247 e 1*29 = 1*29

O produto de varios numeros inteiros pode ser traduzido matematicamente, em ultima
instancia, pelo produto C constante de duas varidveis x*z, onde C=x*z, dita funcéo
hiperbolica, que é a expressdo usada para os calculos do algoritmo hiperbdlico, de
modo que o problema possa ser resolvido por meio de tentativas e erros fazendo uma
das variaveis z dependente e a outra x independente e utilizando para valores de x a
série numérica 3, 7,9,11,13,17......C*20btida da série do algoritmo ingénuo (série
1,2,3,4,5.....) de onde se eliminou o nimero 1 e os maltiplos de 2 e 5.

Uma vez obtidos os dois primeiros valores numéricos que solucionam o problema
repetem-se para os dois valores encontrados novos testes de modo a verificar se
eles sdo primos ou ndo e assim por diante até se obter a decomposicao total de
todos os numeros em seus fatores primos.

Deduz-se dai que a decomposi¢do de um numero inteiro pode apresentar um ou
mais estagios. Num primeiro estagio, quando C € par ou terminado em 5 divide-se



sucessivamente o numero C por 2 ou 5 até obter-se um C; terminadoem 1, 3, 7,
ou 9. Num segundo estagio C; é testado por sua diviséo sucessiva pela série
numérica 3, 7, 9, 11 ....de onde resultara dois novos valores X1 e z;.

X1 € Z1 por sua vez devem ser testados para se saber se sdo primos ou ndo fazendo
Cx1 = x1 e Czu = z1. Este processo se estende indefinidamente até que todos os
ndmeros inteiros obtidos sejam primos. Observar que quando C é um numero
primo havera um Unico estagio de célculo.

Lembretes importantes:

Um namero inteiro é chamado de primo somente quando for divisivel por 1 e por
ele mesmo.

Testar a primalidade de um ndmero inteiro significa comprovar se ele € um ndmero
primo.

Passamos agora a apresentar as trés funcdes que servirdo de apoio para a
demonstracdo do teorema da soma de dois nimeros pares ou impares.
Identificamos uma funcdo dita hiperbdlica que através de manipulacGes
algébricas e dimensional é passivel, respectivamente, de ser transformada em
primeiro lugar numa funcéo parabdlica e em segundo numa fungdo circular.

2 Funcéo hiperbolica

Se z e x sdo duas variaveis que representam dois nimeros inteiros positivos e C o
resultado do produto destes dois numeros, entdo podemos escrever que:

x*2=C ou z=C/x equagdo 2.1

Caso tivéssemos uma equacao a mais, como por exemplo, a soma, a diferenca ou
mesmo a relagdo entre X e z, o problema de determinar as incognitas poderia ser
facilmente resolvido. No caso em questdo temos uma Unica equacao e a
informacdo adicional de que x e z sdo nUmeros inteiros, 0 que permite que o
problema possa ser resolvido por meio de tentativas e erros pela variagdo do valor
de x na equacdo 2.1 até que seja encontrado z inteiro.

Variando x de 1 a C*2 podemos construir um gréfico cartesiano semelhante ao
indicado na figura 2.1. A curva obtida € um trecho do ramo positivo de uma
hipérbole assintota aos eixos X e z. Baseado nesta variacdo havera um momento
em que se obtera um dos nimeros procurados ou ndo, caso C seja um numero
primo. A funcéo hiperbolica serve como base de célculo para o que se convencionou
chamar de algoritmo ingénuo pelo qual se divide sucessivamente C pela série de
nlmeros inteiros positivos, isto €, 1, 2, 3, 4, 5, 6... C*2.

Cabe ressaltar que quando x e z sdo primos o produto C resultante € Gnico e a
curva hiperbdlica que representa a equacdo 2.1 tem somente dois valores que
satisfazem a condicédo de inteiros para as variaveis x e z do problema.



Figzura 2.1 Funcao hinerbdlica

3 Funcdo parabdlica.

Corresponde a primeira transformacao. Para tanto vamos considerar que a soma
dos inteiros x e z seja igual a D.

Logo x+z =D donde z=D-x  equacdo 3.1 como z=C/x entéo

D-x = C/Xx ou ainda C = Dx — x? equacao 3.2

Com esta operacéo a funcédo original que era hiperbdlica transformou-se em
parabdlica. Resolvendo a equagédo 3.2 que é do 2° grau em x vamos obter seus valores
em funcdo da varidvel D e da constante C. Neste caso com C constante variar-se-ia 0
valor de D até obter-se por tentativas um valor inteiro para x.

4 Funcéo Circular

Corresponde a segunda transformacao e para tanto vamos considerar o dimensional
das grandezas apresentadas na equacgéo 3.2.

Observe que o0 2° membro desta equacédo tem o dimensional quadréatico (pode ser
interpretado, por exemplo, como o produto dos modulos de dois segmentos de reta
enquanto que o 1° membro é unidimensional). Assim, se na equacédo 3.2 fizermos
C=y2ambos os membros da equacéo ficario com o mesmo dimensional e entdo teremos,
substituindo C, que:

C = y? = x= (D-X). equacgio 4.1

Nesta equacéo podemos interpretar ainda x e (D-x) como sendo 0s modulos de dois
segmentos de reta adjacentes pertencentes a uma mesma reta de modo que a soma dos



maodulos dos dois segmentos seja igual ao diametro D do semicirculo, denominado

Circulante (Alusdo ao semicirculo que aparece em artigo anterior produzido pelo autor deste
trabalho intitulado “O Circulante na Grafostdtica” em 1967 ainda como académico no curso de
Engenharia Civil da Escola de Engenharia da Universidade Mackenzie e publicado na revista

Estrutura N° 65 no ano de 1968 ) conforme se mostra na figura 4.1. A equacdo 4.1
representa a equacao da circunferéncia e de acordo com as relagdes métricas no circulo,
0 quadrado da ordenada y de um ponto x genérico da circunferéncia do semicirculo é
dada pelo produto de x por (D-x) onde x e (D-x) representam os dois nimeros inteiros
procurados.

Figura 4.1 — Funcéo Circular
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5 Classes de Circulantes

De acordo com o valor numérico dos didmetros um dado Circulante pode ser par ou
impar.

Num Circulante de diametro par D as variaveis x e z alternam-se sucessivamente
através da combinacgdo de dois numeros impares e dois nUmeros pares.

Por exemplo, num Circulante de didmetro D = 8 as variaveis x e z se combinam da
seguinte forma: 1,7; 2,6; 3.5, 4,4:5,3; 6;2; 7,1.



Num Circulante de diametro impar D as variaveis X e z se sucedem de modo que uma
das variaveis ora é impar e a outra par (enquanto x for menor que D/2 e vice versa
quando x for maior que D/2).

Por exemplo, num Circulante de diametro D = 9 as variaveis x e z se combinam da
sequinte forma: 1,8; 2.7; 3.6; 4,5; 6.3; 7,2; 8,1.

Neste artigo concentramos nosso estudo em didmetros pares isto porgue quando o
didmetro for impar sempre sera possivel por eliminacdo de nimeros pares e
eventualmente de multiplos se 5 fazé-lo recair num didmetro par. De fato, observe que
produtos pertencentes a Circulantes com diametros impares, devido a combinacdo de x
€ Z ser um nimero par com um namero impar ou vice versa o produto C serd sempre um
numero terminado em par. Se dividirmos C sucessivamente por 2 e eventualmente por
5, caso 0 nimero a ser decomposto o tenha em sua composicado, ao final vamos obter
um novo C terminado em 1, 3,7, ou 9 cujo didmetro D a ser determinado
necessariamente serd um ndmero par.

6 Unicidade e multiplicidade de C = Y2

Um dado valor de C = y? pode estar contido em um ou mais Circulantes conforme
resultem de um nmero primo ou do produto de dois nimeros primos ou ainda de varios
ndmeros primos.

Vamos a um exemplo.

Consideremos um circulante de diametro D = 30 (qualquer par maior ou igual a 4 se
analisa de forma idéntica) no qual ocorrem as seguintes combinacdes de pares inteiros:

1,29; 2,28; 3,27;4,26.....14, 16; 15, 15; 16, 14......28, 2; 29, 1 donde observa-se as
seguintes combinagdes de pares de primos:

7,23;11, 19; 13, 17, 17, 13; 19, 11, 23, 7

O circulante com D = 30 é uma espécie de lugar geométrico dos produtos: C = y? : 7*23
=161; 11*19 = 209; 13*17 = 221 juntamente com seus pares simétricos em relacdo a
ordenada méxima y = 15. Por exemplo, o produto 7*23 = 161 é Unico e sé esta contido
no Circulante com diametro D = 30 (ver a demonstracéo do teorema da unicidade do
produto de dois nimeros primos no item 8). Esses produtos de dois primos constituem
uma familia ou conjunto Unico de nimeros que ndo se repetem para quaisquer outros
didmetros.

Neste exemplo, a propriedade da unicidade € valida somente para o conjunto de
produtos de pares de primos cuja soma seja igual a D =30.



Ela ja ndo é valida para o produto de ndo primos, como por exemplo: 14*16 = 224
(produto que pode n&o pertencer somente ao didmetro D = 30) que fatorado da 7*2°.
Como é um namero composto por inimeros fatores ha uma multiplicidade de didmetros
possiveis:

D=14+16=30;D=28+8=36;D=56+4=60e D =112+2 =114
7 Relacbes métricas no Circulo

Podemos explicitar x ou z para a funcéo circular, isto €, resolvendo a equacéo 4.1 do
segundo grau em X ou z obtemos:

x ou z = [D * (D?- 4y®)¥?)] /2 equacgdo 7.1

Donde o delta d da formula de Bashcara (Matematico nascido em 1114, na india e viveu até
meados de 1185 ) vale

d = (D% 4y?)'? equacéo 7.2

Prosseguindo, conforme indicado na figura 4,1, ainda de acordo com as relagdes
métricas no circulo, podemos escrever que:

x+D = b?= x?+ y? equacio 7.3
Dividindo os membros da equagdo 7.3 por X, obtemos:
D= b?/x = X + y?Ix equacdo 7.4

A equacdo 7.1 pode ser utilizada como algoritmo, que denominamos circular, para
determinacéo de x e z inteiros. Com efeito, dado o valor de C=y?= x*z, onde Y? é uma
constante resultante do produto de dois ou mais nimeros inteiros, podemos calcular x e
z por tentativas variando o valor do diametro D do Circulante. Nestas circunstancias, a
maior parte das raizes ndo serd inteira e dependendo da composi¢do do nimero, pode
ser necessario realizar dezenas de milhares de calculos para chegar-se a determinacéo
das varias raizes inteiras porventura existentes de x e z. Isto ndo significa que a equacao
ndo deva ser aplicada no caso de se usar valores arbitrariamente escolhidos para D e y2.
Ela tem caréater geral e dependendo do valor do discriminante as raizes resultantes
poder&o ser inteiras positivas, inteiras ou irracionais positivas e complexas
respectivamente quando o discriminante da férmula de Bashkara for zero, positivo ou
negativo. Ainda é importante ressaltar que quando C=y? for o resultado do produto
de dois ou mais nimeros pares ou impares sempre havera pelo menos uma solucdo
inteira para X e z. De fato, numa primeira instancia quando o discriminante é nulo
resultardo raizes inteiras onde x=z=D/2. Em segunda instancia podera haver um par de
raizes inteiras caso y? seja o produto de 2 primos ou ainda varios pares de raizes inteiras
quando y? for composto pelo produto de varios nimeros inteiros pares, impares primos
ou ndo. Para cada uma destas instancias, uma vez encontrado um par de raizes, elas
devem ser testadas quanto a primalidade até que os inteiros encontrados sejam todos
primos. Finalmente, em Gltima instancia quando Y? corresponder a um ndmero primo a



decomposicio sera composta das raizes 1 e y2, onde y? sera necessariamente um
nimero primo, cujo didmetro do Circulante correspondente sera D=y?+1. Portanto, que
fique bem claro que se Y? for o resultado do produto de dois ou mais nmeros
inteiros sempre havera pelo menos duas raizes inteiras a serem determinadas por
tentativas variando-se o valor de D na equacgéao 7.1.

Cumpre ainda assinalar que ha numerosos tipos de algoritmos que sdo utilizados para
esta verificacdo. Eles se dividem em duas classes: 0s deterministicos e 0s
probabilisticos. Os deterministicos sdo concebidos de tal forma a ndo ter divida quanto
aos resultados encontrados. Ja os probabilisticos por se basearem em probabilidades
admitem alguma margem de erro nos resultados a serem obtidos.

Até o presente ndo se tem noticia da existéncia de algoritmos, que a guisa de passe de
maégica, teste de forma instantanea ou quase, a primalidade de um namero inteiro
qualquer. Dependendo da formulacéo os algoritmos podem ser mais ou menos
eficientes no que se refere diretamente a quantidade de calculos e indiretamente ao
tempo levado para obtencdo dos resultados. Alguns exemplos de algoritmos: crivo de
Eratdstenes, ingénuo, chinés, AKS.

8 Teorema da unicidade do produto C = Y2 = x*z onde X e z sdo
nameros primos

A demonstracdo deste teorema, que também pode ser provado através do teorema
fundamental da aritmética, se baseia nas grandezas indicadas no Circulante da figura
4.1.

Seja C, o resultado do produto de dois nimeros primos, igual ao quadrado da ordenada
y correspondente a abscissa X do ponto genérico P de coordenadas X, y situado na
circunferéncia do Circulante da figura 4.1 onde a soma de X (primo menor) e de D-x =
z (primo maior) corresponde ao didmetro D , entdo podemos afirmar que “C = Y2,
resultado do produto destes dois primos € tnico ”.

Prova:

Suponhamos a existéncia de outro par de primos x’ ¢ z’, diferentes de x e z, tais que x’+
z’ =D, de modo que:

Y2=x*z =x’*2°  equacdo 8.1

Como por hipotese x ¢ diferente de x’ e z diferente de z” entdo as unicas igualdades que
satisfazem a equacéo 8.1 sdo quando



O que mostra que pode haver apenas uma troca de valores entre as duas incognitas em
funcdo da simetria do Circulante em relacdo a ordenada maxima (os valores obtidos sdo
complementares e correspondem 4as coordenadas x’, y de um ponto P’ do Circulante
simétrico ao ponto P de coordenadas as (x, y). Observar que esta unicidade nao vale
para pares de niUmeros que ndo sejam primos.

CQD

9 Algumas consideraces Uteis para a demonstracdo do Teorema da
soma de dois numeros inteiros pares ou impares, primos ou nao.

Visando a clareza de exposicéo, antes de entrarmos no mérito da demonstragédo deste
teorema, facamos algumas consideracdes Uteis ndo s para seu bom entendimento como
também evitar eventuais questionamentos indevidos. Vimos na introducdo deste artigo
que a conjectura proposta por Goldbach foi devolvida por Euler com o seguinte
enunciado: “Todo inteiro positivo par maior ou igual a quatro pode ser escrito como a
soma de dois nUmeros primos ” e assim permaneceu até os dias de hoje.

Para formular a conjectura provavelmente a dupla Goldbach & Euler fizeram uma série
de calculos e intuiram sua provavel veracidade, porém, sem deduzir ou provar que o
enunciado proposto seria uma condi¢do necessaria. Passaram-se dezenas de décadas e
esta conjectura revelou-se improvavel (no sentido de ndo conseguir-se prova-la) apesar
de todas as evidéncias de ser verdadeira. Pesquisadores com a ajuda de computadores
testaram sua veracidade para valores relativamente elevados sem que nenhum dos testes
a tenha negado, porém, perdura até o presente a crenca de que poderia haver nimeros
pares suficientemente grandes que ndo satisfariam a condicdo prevista na conjectura.

O que é um nimero suficientemente grande 10*°, 10109, 10100000000 5y ym nlimero
beirando o infinito? Como surgiu esta crenga? Supomos que quem a formulou nédo
deveria ter uma ideia clara do seu significado ou caso tivesse esqueceu-se de expressa-
la, , pois, até o presente ao que se sabe, ndo existe consenso sobre isto.

Este tipo de prova, por maiores que sejam 0s nameros testados, caso estes ndo
contrariem a conjectura, sempre havera uma infinidade de niUmeros superiores a
ele que poderiam ser testados indefinidamente.

Nestas circunstancias, achar um namero que nao satisfaca a conjectura, parece-nos ser
tarefa digna de Sisifo (Tarefa de Sisifo: expressdo popular oriunda da mitologia grega, cujo
significado diz respeito a qualquer tipo de trabalho ou situagio que é interminavel e indtil).
Julgamos que o caminho para a demonstracdo da conjectura dificilmente poderia ser por
esta via.

Presume-se ser intuitivo que um numero par qualquer diferente de dois pode ser
equivalente a soma de dois nimeros pares ou impares. Ninguém em sa consciéncia
pediria uma prova de sua veracidade ainda que fosse facil prova-la. Como 0s nimeros
primos pertencem ao conjunto dos nimeros impares e constituem uma classe a parte no
que se refere a divisibilidade surge a duvida: serd que existe algum nimero par que ndo



corresponda a soma de dois niimeros primos? E de se observar que a priori, a operagio
de adicdo ndo discrimina ou ndo pergunta se 0s nUmeros a serem somados Sao primos
ou impares. Ela simplesmente ignora se 0s himeros somados sdo primos ou nao.

Entdo, no que se baseia esta crenca? E gratuita ou tem algum fundamento?
Aparentemente ela se lastreia nas variacdes bruscas do nimero de pares de primos
contidos em cada numero par e na esperanca de encontrar nimeros pares gigantes para
0s quais esta variacdo seria de tal monta que a quantidade de pares de primos desses
numeros caisse bruscamente para zero. Veja na tabela 9.2 como funciona esta variagdo
para didmetros até D=254.

Porem, as evidéncias apontam para o contrario, senao vejamos:

Na tabela 9.1 montamos uma matriz constituida, tanto nas linhas como nas colunas pelo
numero 1 e a sequéncia de primos 3, 5, 7, 11, 13..... 109, 113, 127 (a introducéo do
naumero 1, apesar de ndo ser primo, é necessaria para que se possa visualizar, quando
ocorrer, a combinacao de nimeros primos com a unidade enquanto que a exclusao do
primo 2 sé justifica por produzir, quando somado com primos impares, didmetros
impares). Nos cruzamentos das linhas e colunas indicamos as somas ou 0s diametros
correspondentes. Por exemplo, no cruzamento da coluna correspondente ao nimero 13 e
a linha correspondente ao nimero 31 colocamos a soma D=44. Como a matriz é
simétrica em relacdo a diagonal principal, dispomos, para maior clareza, somente 0s
didmetros que estdo mais proximos a ela.

Observe que os diametros correspondentes ao dobro de um dado primo se localizam
nesta diagonal e que 0os mesmos formam uma espécie de eixo diretriz em torno do qual
se agrupa uma nuvem de diametros intermediarios resultantes das somas de primos
diferentes. Quando os primos sdo gémeos (primos cuja diferenca é igual a 2) como é o
caso dos primos 5 e 7, entdo o diametro 12 (assinalado em italico) aparece encostado na
diagonal principal entre os diametros 10 e 14. A medida que a diferenga entre primos
aumenta o numero de pares intermediarios também aumenta proporcionalmente a esta
diferenca. Por exemplo, junto aos didmetros 62 e 74 estdo agrupadas as combinagdes
intermediarias mais proximas desses diametros: 64, 66, 68, 70 e72 que correspondem
respectivamente a soma de 23,41; 29,37; 31,37; 29,41, 31, 41.

Apesar de termos feito esta analise até o diametro 254 o contetdo da tabela 9.1, por si
s0, constitui uma evidéncia ou indicio de que este comportamento provavelmente deva
estender-se indefinidamente uma vez que a quantidade de primos é infinita, e assim
confirmar que a conjectura é correta. Nos nimeros apresentados na tabela 9.2, em que
pese a falta de regularidade, observa-se, a medida que os valores dos diametros ou
somas crescem, gque a tendéncia do numero de soma de pares de primos, também € de
crescimento o que de certa forma corrobora a crenga da veracidade da conjectura. Salvo
melhor juizo, baseando-se nas evidéncias apresentadas nas tabelas 9.1 e 9.2 ha de se
concluir que é muito mais razoavel crer que a conjectura seja verdadeira do que nega-la.
Se as quedas bruscas anteriormente alegadas tivessem que acontecer seria mais
razodvel imagina-las a ocorrer entre nimeros pares pequenos o que de fato nao
aconteceu. Alias, a Unica excecao verificada até 0 momento é o nimero 2 que é
exatamente o menor par, mas que esta excluido do enunciado da conjectura.



TABELA 9.1

1 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 127
1 2 4
3 4 6
5 |8
7
11 22
13

y|ze
17 28 30|34
19 32 36/ 38
23 _ 40 42] 46

29 . 48 52| 58
31 44 50 54 @I 62

37 56| . [e6 €8] 74

@ 64 70 72| 78| 82

a3 80| 84| 86

a7 [76 . . |88 90fsa

53 ... | 96 100|106

59 o0 102 [112|us

61 92|98 . 104|108 114|120 122

67 10 ;[ . 126 128|134

7 . 124 130 132|138|142

73 116 .. . |140|144]146

79 .. .| . |50 152|158

83 136 . . . |154 156/162|166

89 . 172|178

97 .. |180 186|194

101 174[180 184 190

103 182 . 192

107 } 214

109 Q 216|218

113 220[222] 226

127 24 . . . |236 20|25

131 228 232 234 238 . 244

137 ) . 246 250

139 ) 22| |248 252

149

151 230
D [ap D |apP D |ap D |ap D |ap D |ap D |ap D [ap D |ap D [ap
20 28] 2 54| 5 80| 4 106| 6 132 9 158] 4 184] 8 210] 19 236 9
a1 30/ 3 56| 3 82] 5 108] 7 134 6 160| 8 186] 13 212 6 238] 8
6|1 2|2 58| 4 84| 8 110] 6 136 5 162| 10 188] 5 214 9 240] 18
8|1 34| a 60| 6 86| 5 12| 6 138] 8 164] 5 190] 8 216] 13 242| 8
10] 2 36| 3 62| 3 88| 4 114] 10 140| 7 166| 5 192 11 218 7 244] 9
122]1 38] 2 64| 5 0|9 116] 6 142] 8 168] 13 194] 7 220 9 246] 15
14] 2 I 66| 6 92 4 18] 6 144 11 170 9 196] 9 22| 11 28| 6
16| 2 2] a 68 2 9|5 120] 12 146] 6 172] 6 198] 13 24| 7 250| 8
18] 2 MIE 70| 5 9| 7 122] 4 148] 5 174] 11 200 8 226| 6 252| 16
0|2 46| 4 72| 6 I 124] 5 150] 11 176] 7 202 9 228] 12 254] 9
2|3 28] 5 74| 5 100| 6 126] 10 152| 4 178] 7 204] 14 230 9
B 50| a4 76| 5 102] 8 128] 3 154] 9 180[ 14 206 7 232 7
2| 3 52| 3 78| 6 104] 5 130] 7 156] 11 182[ 6 208| 7 234] 15

TABELA 9.2
Convengdes

D =Diametro do Circulante
QP - Quantidade de pares de primos cuja soma é igual aD



No entanto, argumentariam 0s céticos: ora, ora as aparéncias muitas vezes nos enganam
e em se tratando de prova matematica, evidéncias e indicios ndo contam. E preciso
estabelecer prova que seja clara e insofismavel.

Sendo assim, para resolver esta questdo fica claro que:

.E necessario provar que a conjectura intuida pela dupla Goldbach & Euler, além de

condicdo necessaria, também é preciso que seja suficientemente valida para qualquer
numero maior ou igual a quatro ndo importando seu tamanho.

. Para que néo paire qualquer tipo de davida a prova, de preferéncia, deve ser
demonstrada, literalmente falando, pela via algebrica.

Ha anos que nosso objetivo sempre foi o de pesquisar e criar algoritmos para testar a
primalidade de nimeros inteiros. No curso dessas investigagdes viemos tomar
conhecimento da conjectura de Goldbach somente em 2011. Jamais tivemos a
pretensdo de prova-la apesar de ndo duvidar de sua veracidade. Mais recentemente
observando o discriminante da equacao 7.1 intuimos que ali havia alguma coisa
relacionada com a conjectura de Goldbach:

d = (D?-4y?)"2 equacio 7.2

O que fazia ali aquele 4 espremido entre o quadrado da soma de dois nimeros inteiros
e 0 produto y? desses mesmos niimeros? Haveria alguma relagio entre o 4 do
discriminante da formula de Bashkara com a necessidade do nimero par D qualquer ser
maior ou igual a 4? Foi neste momento que a ficha caiu. De fato, como veremos a
sequir, a ciéncia para provar a condi¢do necessaria da conjectura de Goldbach esta em
explorar o contetdo do discriminante da formula de Bashkara e como decorréncia disto
provar com o auxilio das relagdes métricas no circulo e da inducdo matematica que
ela também ¢é suficiente.

10 Teorema da soma de dois numeros inteiros pares ou impares

Enunciado: A condicéo necessaria e suficiente para que um nimero inteiro D par
gualquer maior ou igual a 4 seja igual a soma de dois nUmeros inteiros x e z pares
ou impares, primos ou ndo, é que o quadrado da semissoma destes nimeros seja
maior ou igual que o seu préprio produto.

Em termos literais: [(x+2)/2]? > x*z
A condic¢ao € necessaria
Prova:

Recorrendo ao Circulante da figura 4.1, x e z sdo dois numeros inteiros, pares ou
impares primos ou ndo, cuja soma € igual ao didmetro D, por hipotese par.



De acordo com a equagio 7.1 tem-se que X ou z = [D+(D?- 4y?)V2)] /2

Para que as raizes X ou z sejam reais é necessario que o discriminante da equacéo
acima seja maior ou igual a zero.

Observe que essa exigéncia nao significa que a soma D resultado da soma das raizes
reais inteiras tenham que se enquadrar totalmente no enunciado do teorema. Podem
ocorrer valores de D que apesar de inteiros e reais ndo satisfagam ao teor do enunciado.
Apo6s a demonstracdo da condicdo necessaria do teorema € preciso verificar se hd a
ocorréncia de valores de D que possam constituir excecoes.

Tomando, portanto, a expressao do determinante dada pela equacédo 7.2, temos:

[(D? — 4y*)Y2] >0 entdo D? — 4y? > 0 equacao/ inequagéo 10.1

Ou D?>4y? equacio/inequagio 10.2

Ou ainda D2>y equacédo/inequacéo 10.3
Como D=x+z y=CY2e C=x*z se os substituimos na equaco/inequacéo 10.3
teremos (x+z)/2 > (x*z)*? equacdo/inequacéo 10.4

Finalmente elevando ao quadrado ambos os membros da equagdo/inequacdo 10.4
teremos:

[(x+2)/2]% > x*z equacdo/inequacédo 10.5

que traduz matematicamente, a condi¢éo necessaria, para que um numero inteiro D par
qualquer maior ou igual a 4 seja igual & soma de dois nimeros pares ou impares, primos
ou ndo, é que o quadrado da semissoma destes nimeros seja maior ou igual ao seu
proprio produto.

Observe que a equacdo/inequacdo 10.4 exprime uma condigdo necessaria equivalente.
Com efeito, o raio do Circulante R vale D/2. Se ali fizermos a substituicdo de D/2 por R
teremos:

R >y ouR > (x*2)"? inequacio/equacio 10.6

Isto é, uma variante, entre outras, para o enunciado do teorema seria: a condicédo
necessaria para que um numero inteiro D par qualquer maior ou igual a 4 seja igual a
soma de dois niUmeros pares ou impares, primos ou ndo, € que o raio do Circulante
seja maior ou igual a raiz quadrada do produto destes mesmos nUmeros.

Vejamos agora porque o enunciado exige que o numero par D qualquer seja maior ou
igual a 4.

A resposta esta indicada na tabela 10 abaixo.



Com base na equagao/inequacdo 10.6 podemos determinar os valores inteiros minimos
de y que satisfazem a condicdo necessaria.

Quando D=2 a Unica combinacao possivel de inteiros é x=1 e z=1. Apesar das raizes
serem reais, como 1 ndo € primo nem par, esta combinagéo constitui a Unica exce¢do
imposta pelo enunciado (D deve ser maior ou igual a 4).

Quando D=4 ha duas combinac@es possiveis de inteiros para X e z: Xx=1; z=3 e x=2 e
z=2.

0 que enquadra na condicdo geral do enunciado, pois a 12 combinag&o é a soma de dois
inteiros impares e a 22 combinacao € a soma de dois inteiros pares que também sdo
primos.

Quando D=6 ha 3 combinacdes possiveis de inteiros: x=1, z=5; x=2, z=4; x=3, z=3,
onde a 12 combinacdo é a soma de dois inteiros impares, a 22 a soma se dois inteiros
pares e a 3* a soma de dois inteiros primos ou impares o que também se enquadra na
condigéo geral do enunciado.

Diametro do Circulante Valor Minimo de Y Incidéncia de pares de primos
2 1 0
4 2 1
6 3 1
8 4 1
10 5 2
12 6 1
14 7 2
16 8 2
18 9 2
20 10 2

Tabela 10

Prosseguindo nesta variagcdo observa-se sempre a incidéncia de dois nimeros pares
alternando-se com dois numeros impares. Na tabela 10 mostramos a incidéncia de pares
de primos para cada didmetro até D=20 e onde € possivel verificar que a partir de D=4 ,
apesar de irregular a quantidade, ha sempre pares de primos presentes. Verifica-se
também para valores crescentes de D (vide tabela 9.2), apesar da ndo regularidade, que
as quantidades de pares de primos também tendem a ser crescentes. Uma possivel
explicacdo para isto € o fato de ndo existir uma formula ou fungdo que generalize e
determine 0 modulo e a posi¢do ou ordem de um numero primo qualquer.

Como aplicacéo, observar que quando se usa a equacgao 7.1 como algoritmo a
equacdo/inequacdo 10.6 pode ser utilizada para o calculo do diametro D minimo a partir
do qual, por tentativas, variando o valor de D iremos obter valores inteiros para as raizes
Xez




Vamos a um exemplo pratico: tomemos o nimero par 108 (qualquer par maior ou igual
a 4 se analisa de forma idéntica). Neste caso o Circulante tem diametro D=108 e a
combinacao dos pares de numeros seguem a seguinte sucessao:

1,107; 2,106; 3,105; ........... ; 52,56; 53,55; 54,54; 55,53; 56.52;........ 105,3; 106,2; 107,1

Com os produtos de cada um dos pares variando sucessivamente de 107; 212;
315;..ee. 2912; 2915; 2916; 2915; 2912; .......... 315; 212;107

Entdo o valor do produto C parte de um minimo valendo 107 e chega a um maximo
igual a 2916 para em seguida decrescer e recuar, de forma simétrica em relagéo a
ordenada maxima, até ao menor produto igual novamente a 107.

Nenhum destes produtos € maior que 2916 correspondente a 54*54 onde 2916 é o
quadrado do raio R do Circulante de diametro D e obedecem perfeitamente ao
enunciado do teorema da soma de dois nimeros inteiros.

A condicdo é suficiente

Com relacdo a demonstracao da condicdo necessaria vista acima se poderia argumentar
que a condi¢do deduzida é necessaria, porém, ndo suficiente. Sendo assim, vejamos

como demonstrar também esta suficiéncia combinando para tanto a equagdo/inequacdo
8.2 com o principio da inducéo finita também conhecido como indugdo matematica.

Caso o leitor ndo esteja familiarizado com inducéo matematica sugerimos a leitura do
artigo de mesmo nome existente na Wikipedia (5) onde para demonstrar a condi¢éo
suficiente utilizamos a generalizacdo que no caso € chamada de “comece com b”.

Este tipo de demonstracdo pode ser utilizado de varios modos. Vamos exemplificar. Se
pretendermos provar uma proposicao, ndo para todos 0s nimeros naturas, porém apenas
para todos os nimeros maiores que um determinado numero b, entdo basta seguir os 2
passos abaixo:

1 Provar que a proposic¢éo é valida quando n=b (base da prova)

2 Provar que se a proposi¢do ¢ valida para n=k > b entdo a mesma proposi¢ao também é
vélida para n=k+1.

Prova:
1° passo: base da prova (mostrar que o enunciado vale quando D=4)

O primeiro valor de D que satisfaz a condi¢cdo necessaria do enunciado é o par 4. Com
efeito, ja vimos que quando D4=4 ha duas combinagdes possiveis: :x=1, z=3 e x=2, z=2
(combinacdes dos impares 1 e 3, dos pares 2 e 2 e primos 2 e 2) 0 que constitui a
chamada base da prova.

2° passo: Mostrar que se 0 enunciado vale para Dk >D4 entdo o mesmo enunciado
também vale para Di+2 onde Dk é um didmetro par qualquer de ordem k.

Em qualquer uma das equagdes/inequacdes 10.1 a 10,6 esta implicita a condi¢ao
necessaria para que X e z sejam reais. Para a prova vamos utilizar a equacéo/inequacéo
10.1



D?24y? equacao/inequacéo 10.1
Substituindo nesta equac&o/inequacio y? por x(D-x) , dado pela equacéo 4,1, obtemos
D2 > 4(Dx — x?) equacao/inequagéo 10.7

Ao variarmos D, tem-se que os dois membros da equacéo /inequacdo 10.7
correspondem & seguinte sucessao:

(D4)? > 4x(D4 — X)
(De? > 4x(Ds — X)

[D2)]?> 4(x-1)(Dk-2) — X +1) equacdo / inequagdo 10,8
(Dk)%> 4x(Di— X) equacao / inequagéo 10.9

Onde Dk corresponde & soma de dois nimeros inteiro pares ou impares primos ou ndo
ou um didmetro do Circulante de ordem k qualquer par e D(k-2) = Dk - 2.

Observe que o0 1° membro (Diametro D) varia de 2 em 2 enquanto que X no segundo
membro varia de 1 em 1.

.Supondo agora que a equacdo /inequacdo 10,8 seja verdadeira precisamos provar que
a equacdo / inequacdo 10.9 também é verdadeira e pode ser obtida por manipulacéo
algébrica da equacao/inequacdo 10.8.

Vejamos como isto € possivel:

Partimos de

[Dk-2)]? > 4(X-1)(Dk-2) — X +1) equacdo/inequacdo 10.8
Substituindo D-2) = Dk -2 na equacao / inequacgédo 10.8 tem-se que:
(Dk -2)% > 4[x-1)(Dk — 2-x+1)]

Que desenvolvida:

(Dk)? — 4Dk + 4 > 4XDk -8X — 4x% +4x — 4xDx +8 +4x - 4

(D)?> - 4 + 4D + 4XDx - 8X — 4x? +4x — 4D +8 +4x — 4



E simplificada transforma-se em:
(Dk)?>> 4xDx - 4x?

De modo que enfim tem-se que: (Dk)? >4x(Dx-X) equacéo/inequacédo 10.9

CQD

Em matematica o termo corolario significa: consequéncia direta de uma proposicéo ja
demonstrada donde se conclui que a conjectura de Goldbach, objeto de demonstragéo
deste artigo € um corolario do teorema da soma de dois nimeros inteiros pares ou
impares primos ou ndo, conforme enunciado dado no caput deste item.

Observe, conforme evidéncias e indicios apontados no item 9, a inutilidade de se tentar
provar a ndo validade da conjectura utilizando grandes numeros. Conclui-se dai que
também é inutil levantar argumentos do tipo: “Ah, na demonstracédo feita ndo foi
provado que a conjectura vale para grandes nimeros” . A conjectura foi aqui
demonstrada para qualquer nimero par maior ou igual a 4 provavelmente da Gnica
forma possivel que é a literal. Parece-nos também que a Unica forma de contestar a
presente demonstracdo seria argumentar que o principio da inducdo finita ndo seria nela
aplicavel. Como todos os canones do principio foram aplicados e atendidos
integralmente na demonstracéo, negé-la corresponderia a negar o principio da indugéo
finita. Portanto, aos céticos, porventura ainda existentes, caberia o 6nus da prova em
contrario.

12 Desdobramentos do presente artigo

No decurso desta exposicao fizemos referéncia a dois algoritmos bésicos: o hiperbdlico
e o circular. O primeiro, variante do algoritmo ingénuo, tem a fama de tornar-se lento
nas verificagOes de célculo & medida que o valor do nimero a ser testado, em termos de
primalidade, cresce em namero de digitos. Um dos motivos para a ocorréncia desta
lentiddo diz respeito a existéncia dos chamados falsos primos ( nimeros compostos
pelo produto de dois ou mais nimeros primos) os quais participam de forma substancial
na quantidade de célculo exigida nas verificacoes.

Bettencourt em artigo sobre a conjectura de Goldbach (6) apresenta uma matriz
singela, porem, engenhosa e genial onde se pode constatar a possibilidade de eliminacdo
dos falsos primos multiplos de 3. Abaixo indicamos a matriz que propicia esta
eliminacdo. Na primeira coluna dispGe-se 0s 6 primeiros nimeros naturais: na segunda
coluna dispde-se os naturais de 7 a 12; na terceira coluna os naturais de 13 a 18 e assim
por diante ad infinitum. Observe que primos e falsos primos se localizam na 12 e 52
linhas; que falsos primos multiplos de 2 se localizam nas 22, 4% e 62 linhas e na 32 linha
se localizam o 3 e todos seus multiplos ou falsos primos dele oriundos.



17131925313743........
28142026323844.....
3915212733 3945.....
4101622 28 34 40......
5111723293546.........
61218 24 30 36........
Matriz de Bettencourt

Excluindo o nimero 1 da 12 linha os demais elementos podem ser obtidos pela
conhecida expressdo n=6k+1 com variacao para k seguindo a ordem dos nimeros
naturais 1, 2, 3.... Ja os elementos da 52 linha podem ser obtidos pela expressao
semelhante n=6k-1 com k também variando naturalmente.

Com este artificio Bettencourt mostrou que € possivel eliminar cerca de 33,3% dos
calculos quando comparados com a utilizacdo da série numérica 3, 7, 9, 11,
13...normalmente usada nos calculos do algoritmo hiperbdlico.

\Observe ainda que nas 12 e 52 linhas 0s nimeros primos e falsos primos encontram-se
intercalados aparentemente de forma aleatoria e ndo existe uma forma, a ndo ser por
teste de primalidade, de diferenciar se um dado namero é primo ou falso primo.

Por isto, surge a pergunta inevitavel: Se foi possivel eliminar com o auxilio da matriz
de Bettencourt os multiplos de 3 nos célculos, seria também possivel eliminar, ainda
gue de forma parcial, os maltiplos de primos superiores a 3?

Saber desta possibilidade torna-se crucial para o problema da decomposicéo de
nameros inteiros pelo algoritmo hiperbolico uma vez que a lentid&o nos calculos, caso
a resposta a esta questédo seja positiva, poderia ser drasticamente reduzida.

Portanto, examinar este tema, € preciso!

No préximo artigo intitulado ““ A ciéncia de eliminar falsos primos” pretendemos
abordar e esclarecer variados aspectos deste importante tema.
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